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Nova klasa filtarskih funkcija generisanih
primenom Christoffel-Darboux-ove sume za
Gegenbauer-ove polinome

Aleksandar D. Ili¢, Republicka agencija za telekomunikacije - RATEL i
Vlastimir D. Pavlovi¢, Elektronski fakultet u Nisu,

Sadriaj — U radu se uvodi nova formulacija resavanja
uvek aktuelnog aproksimacionog problema nalaZenja
prototipskih filtarskih funkcija sa svim nulama prenosa u
beskonac¢nosti. Polazni stav  reSavanja  problema
aproksimacije jeste direktna primena formule Christoffel-
Darboux-ove sume, koja inafe vazi sa set ortogonalnih
klasi¢nih polinoma, definisane i za Gegenbauer-ove
ortogonalne polinome na konaénom intervalu [-1, 1] uz
primenu teZinske funkcije sa jednim slobodnim parametrom.
Filtarska funkcija je dobijena u kompaktnom eksplicitnom
obliku iz koga se jednostavno, izborom numericke vrednosti
slobodnog parametra, pored prikazanih Gegenbauer-ovih
filtarskih funkcija mogu lako generisati i filtarske funkcije
Legendre-ovih i Chebysev-ljevih filtara prve i druge vrste sa
istim Kkriterijumom aproksimacije. Ilustrovani primeri
predloZenih filtarskih funkcija, parnog desetog i neparnog
jedanaestog reda, pokazuju da aproksimacija daje dobar
kompromis izmedu amplitudske i fazne Kkarakteristike.
Prikazana je i analiza uticaja tolerancija elemenata filtra
(kondenzatora i otpornika) na amplitudsku karakteristiku i
karakteristiku grupnog kasnjenja realizovanog aktivnog RC
filtra. Superiornost predlozenih filtarskih funkcija se ogleda u
odli¢noj amplitudskoj karakteristici koja prakti¢no u celom
propusnom opsegu skoro idealno aproksimira idealni filtar i
ima funkciju sumarne osetljivosti bolju od one koju ima
Buterworth-ov filtar. Postupkom prikazanim u ovom radu se
generalno mogu izvesti i filtarske funkcije za realizaciju
ostalih vrsta filtara drugog propusnog opsega.

Kljuéne reéi — analiza tolerancije slabljenja, analiza
tolerancije grupnog kasnjenja, ekstremalna svojstva, filtarske
funkcije, Gegenbauer-ovi polinomi, Christoffel-Darboux-ova
suma, RC aktivni filtri.

I. Uvop

RADU se razmatra originalna sinteza filtarske funkcije
koris¢enjem moc¢ne formule Christoffel-Darboux-ove
sume za set Gegenbauer-ovih ortogonalnih polinoma na

konaénom intervalu [-1,1], sa tezinom (1— @’ ).
U literatiri su razmatrane prelazne filtarske funkcije sa
karakteristikama koje leZe izmedu grani¢nih karakteristika

polaznih filtarskih funkcija i kompromisno zadovoljavaju
zahteve za faznu i amplitudsku karakteristiku. To su
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ekonomicna reSenja sa karakteristikama dobijenim tako da
da su poboljSane u jednom delu propusnog opsega na
racun smanjenja svojstava u drugom delu opsega. Svojstva
ovih filtara leZe izmedu grani¢nih osobina polaznih filtara
koje viSe ili manje dominiraju u zavisnosti od izbora
numerickih vrednosti slobodnih parametara.

U ovom radu predloZeno formulisanje filtarske funkcije
vazi za sve realizacije [1,7]. Tlustrovani primeri parnog i
neparnog reda, jasno prikazuju odli¢nu aproksimaciju
amplitudske karakteristike idealnog filtra u propusnom
opsegu sve do frekvencija bliskih grani¢noj frekvenciji.
Isto tako, dobijene su i odlicne karakteristike funkcije
sumarne osetljivosti filtra koje su u gornjem delu
propusnog opsega znatno bolje od istih karakteristika
tradicionalnog Butterworth-ovog filtra istog reda. IzvrSena
je i realizacija linearnog aktivnog RC filtra 11-tog reda i
data analiza tolerancija frekventnih karakteristika.

U radu je data generalizovana sinteza filtarskih funkcija
iz reprezentativnog oblika filtarske funkcije. Izborom
numericke vrednosti slobodnog parametra, V , direktno se
generiSu i sva moguca partikularna reSenja ove predloZene
aproksimacije a uz primenu Legendre-ovih i Chebysev-
ljevih ortogonalnih polinoma prve i druge vrste.

II. KLASICNE FILTARSKE FUNKCIE

Filtarska funkcija 7 -toga reda sa svim nulama prenosa
u beskonacnosti u Laplasovoj § -ravni ima oblik

H (s)= K .
a+ ) la+—2
O-r k=1

S
+ )
a)Uka a)f]k

gde su: 7 red filtarske funkcije, N =[n/2], k konstanta
koja odreduje slabljenje filtra na @ =0, o, realni pol,
@, 1 Q, moduo i Q faktor k-tog para polova i u

celobrojna vrednost koja se izracunava formulom
u=n-2N . Filtarska funkcija (1) moZe se napisati i u
faktorizovanom obliku

H, ()= @)

| J ICEES)
r=1

gde su: s, =0, + j@,, r=12,..,n, polovi filtarske
funkcije iz leve Laplasove poluravni , S .
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Uvodenjem smene ' =-w", dobija se funkcija
kvadrata amplitudske karakteristike na imaginarnoj osi,
j, Laplasove ravni, S, u obliku

1

H, (s)H, (—s) =m’ (€)

=H, (o)

s=jo

gde je, A”(a)z) karakteristiéna funkcijai £° parametar .

U literaturi je dobro poznata sinteza prototipske
polinomske filtarske funkcije (1), dobijene
aproksimacijom amplitudske karakteristike najdirektnijom

primenom seta klasi¢nih ortogonalnih polinoma Q.
Direktnom primenom klasi¢nih ortogonalnih polinoma:
C’, P, T, U, [89], nakonatnom intervalu [-1,1], se
dobijaju tradicionalne filtarske funkcije koje imaju poznatu

funkciju kvadrata amplitudske karaketeristike sledeceg
opsteg oblika

H (@) !

1400 Q(n,w)
za N parno ili neparno. Neke aproksimacije filtarske
funkcije opisane izrazom (4) date su u literaturi [10-20].

“

III. PREDLOZENE FILTARSKE FUNKCIE
Karakteristicna funkcija predlozena u ovom radu,
A (@), formirana direktnom primenom Christoffel-

Darboux-ove formule za ortogonalne neperiodicne
klasicne Gegenbauer-ove polinome ima sumirajuéi oblik,
dat izrazom

A(@*V)=C (v, w) C(LV, ®) +

. (5)
C2v,w) C2Qv,w) +...+C(nv, w) C (n, Vv, ®)
odnosno, kompaktni eksplicitni oblik
A(@*,v)=C(nv,0) iC(n—l, V,0) -
0w (6)

C(n-1v, w) iC(n, vV, @)
Jw

IV. SPECIJALNE KLASE PREDLOZENE FILTARSKE FUNKCIJE

Iz reprezentativne jednacine (5), dobijene naj-
direktnijom primenom Christoffel-Darboux-ove sume za
set uzastopnih Gegenbauer-ovih ortogonalnih polinoma, se
izborom vrednosti slobodnog parametra, V', moZe dobiti i
set partikularnih filtarskih funkcija za svaki od klasi¢nih
otrogonalnih polinoma. U literaturi [19,20,21] su date
karakteristike filtara i kompletna izvodenja filtarskih
funkcija direktnom primenom seta klasi¢nih ortogonalnih
polinoma. Izborom seta numeric¢kih vrednosti slobodnog

parametra, V, amplitudska karakteristika, An(a)2 V),

direktno generiSe set partikuralnih reSenja, prikazanih
narednim izrazima (7), (8) i (9), respektivno;
- za v =0, Chebyshev-ljev polinom prve vrste,

A (@)=T(LOTLo)+T 20T (20)+..+T(na)T(nw) (7)
- za v =0.5, Legendre-ov polinom,
A (@)=P(1,0)P(L,&)+PQ2,0)P(2,&)+..+P(n,a) P(n,) (8)

- za v =1, Chebyshev-ljev polinom druge vrste,
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A(@)=U(Lo)U(1,o)+UQ2&)U(2@)+..+U(nao)U(nwo) (9)

V. VALIDNOST REZULTATA APROKSIMACIJE

Opisani originalni metod ilustrova¢emo sa dva primera
nove filtarske funkcije, za parni i neparni red i predhodno
izabrani red filtra i izabranu numericku vrednost
slobodnog aparametra, V .

Primer 1: Primenom predloZenog izraza (5) za neparni
red filtra n =11, vrednost slobodnog parametra v =1,5 i
slabljenje na grani¢noj frekvenciji propusnog opsega od
0,28dB, odredeni su polovi filtarske funkcije . Na slici 1 je
ilustrovan oblik amplitudske karakteristike predloZenog
filtra u propusnom opsegu. Na slikama 2 i 3 je dato
poredenje amplitudskih karakteristika u propusnom i
nepropusnom opsegu Chebyshev-ljevog, Butterworth-ovog
i predlozenog filtra, respektivno. Poredenje apsolutnih
vrednosti funkcija sumarne osetljivosti u logaritamskoj
razmeri (u dB) predloZenog filtra i klasi¢nog Butterworth-
ovog i Chebyshev-ljevog filtra je prikazano na slici 4. Sa
slika 2 i 4, zakljucujemo da se predloZeni filtri mogu
uspesno porediti sa stanovista ekstremalno malih vrednosti
slabljenja u propusnom opsegu i ekstremalno malih
vrednosti sumarne osetljivosti u propusnom opsegu.
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S1.1 Amplitudska karakteristika predlozene filtarske
funkcije u propusnom opsegu 11-tog reda dobijene
izrazom (5) za Vv =1.5.
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S1. 2 Poredenje amplitudskih karakteristika u propusnom
opsegu: (a) Chebyshev-ljevog, (b) Butterworth-ovog i (c)
predloZenog filtra, 11-tog reda.
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S1.3 Poredenje amplitudskih karakteristika filtara 11-tog
reda: (a) Chebyshev-a, (b) Butterworth-a i (c) novog filtra.
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S1. 4. Poredenje apsolutne vrednosti funkcije sumarne
osetljivosti u dB u propusnom opsegu: (a) Chebyshev-
ljevog, (b) Butterworth-ovog i (c) predlozenog filtra.

Primer2: Primenom predloZenog izraza (5) za parni red
filtra n =10, vrednost slobodnog parametra v =1.5 i
slabljenja na grani¢noj frekvenciji od 0,28dB, odredeni su
polovi filtarske funkcije. Na slikama 5 i 6, date su
frekventne karakteristiike predlozenog filtra u propusnom
opsegu.

A
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S1.6 Poredenje karakteristika grupnog kasnjenja filtara
desetog reda (a) Chebyshev-a, (b) Butterworth-a i (c)
novog filtra dobijenog izrazom (5) za vV =1.5.

VI. ANALIZA TOLERANCIA FREKVENTNE KARAKTERISTIKE
RC AKTIVNOG FILTRA

Realizovan je RC aktivni filtar jedanaestog reda
kaskadnim povezivanjem sekcija i izvrSene su analize
promena amplitudske karakteristike u propusnom opsegu i
promena grupnog kaSnjenja u sluCajevima kada svi
kondenzatori i svi otpornici promene svoju vrednost za +
3%. Primenom procedura datih u literaturi [22], dobijene
su karakteristike prikazane na slikama 7 i 8. Nove
tehnologije realizacije filtara opisane su u radu [23].
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S1.7 Analiza uticaja tolerancija kapacitivnosti + 3% i
otpornosti + 3% na karakteristiku slabljenja u propusnom

a[dB] opsegu predloZenog filtral 1-tog reda.

0.25
A a
T (®) [s]
0.20 | c
045 201 a tolerancija +3%
' 15 b tolerancija 0%
0.10 | ¢ tolerancija —3%
0.05 | 10
0 > >
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 04 06 0.8 1 1.2

w[rad/s]

S1.5 Amplitudska karakteristika predlozene monotone
selektivne filtarske funkcije u propusnom opsegu 10-tog
reda dobijena istim izrazom (5), za vrednost V =1.5.
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S1.8 Analiza uticaja tolerancija kapacitivnosti + 3% i
otpornosti + 3% na karakteristiku grupnog kasnjenja
predloZenog filtra 11-tog reda.
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VII. ZAKLIUCAK

U ovom radu je opisan reprezentativni oblik
prototipskih  niskofrekventnih  selektivnih filtarskih
funkcija polinomskog tipa, parnog i neparnog reda, koje
mogu da imaju monoton ili nemonoton oblik amplitudske
karakteristike u propusnom osegu, dobijnih u eksplicitnom
kompaktnom obliku na jednostavan nacin, najdirektnijom
primenom Christoffel-Darboux-ove sume za Gegenbauer-
ove ortogonalne polinome.

Izborom numericke vrednosti samo jednog slobodnog
parametra, moZe se oblikovati Sirok spektar frekventnih
karakterisika filtara i veoma lako dozirati moguce
kompromisno reSenje izmedu zadatih zahteva za
aproksimaciju fazne i amplitudske karakteristike filtra u
okviru grani¢nih partikularnih karakteristika. PredloZene
filtarske funkcije imaju minimalne gubitke prakticno u
celom propusnom opsegu i tako odlicno aproksimiraju
idealni filtar. Drugim re¢ima najve¢i deo slabljenja
amplitudske karakteristike u propusnom opsegu ima
vrednost OdB.

Izvedene filtarske funkcije imaju znatno bolju
aproksimaciju amplitudske karakteristike u propusnom
opsegu od odgovaraju¢ih Butterworth-ovih filtarskih
funkcija.

Isto tako, razmatrani su i primeri specijalnih slucajeva
originalnog, opSteg reSenja datog u ovom radu. Dat je set
partikularnih reSenja za poznate klasine ortogonalne
polinome, dobijene iz predloZenog opsSteg reSenja uz
najdirektniju primenu Christoffel-Darboux-ove sume.

Dalja  verifikacija  izlozene originalne tehnike
aproksimacije i analiza nekih njenih svojstava je data kroz
navede primere predloZenih filtarskih funkcija za parni i
neparni red. Razmatran je realizovani RC aktivni filtar i

analiziran uticaj tolerancija elemenata na oblik

amplitudske i karakteristike grupnog kasnjenja.
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ABSTRACT

New class of the all-pole low-pass selective filter
function is obtained by most direct using Christoffel-
Darboux formula for Gegenbauer polynomials. It is shown,
that assigning only one free parameter to magnitude
requirements it can be adjusted to meet a wide range of
pass-band specifications, while still retaining the excellent
pass-band and stop-band characteristic compared with the
limit characteristics of the Butterworth and Chebyshev
filter.

A NEW CLASS OF ALL-POLE FILTER FUNCTION
SYNTHESIS BY CHRISTOFFEL-DARBOUX
FORMULA FOR GEGENBAUER POLYNOMIALS

Aleksandar D. Ili¢ and Vlastimir D. Pavlovié.



