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Hi kvadrat distribucija -
drugostepena ogranicenja

Zoran Popovi¢, Hana Stefanovi¢, Dejan Blagojevi¢ 1 Dimitrije Stefanovic¢

SadrZaj — Zbog vaZznosti Hi-kvadrat distribucije u
teoriji telekomunikacija, razmatranje i analiza njenih
karakeristika bi bilo korisno. Ovaj rad se odnosi ha
upros¢en model razmatranja funkcije gustine
verovatnoée, kroz obvojnicu koja obuhvata sve familije
krivih po parametru. Postoje familije krivih i njihova
obvojnica egzistira kao partikularno redenje sistema
diferencijalnih jednacina. Egzistencija partikularnih
reSenja je razmotrena, a funkcije obvojnica su
izraCunate. Takode, grafici familija krivih i njihovih
obvojnica su prikazani.

Kljuéne re¢i — Aproksimacija, Hi kvadrat distribucija,
funkcija gustine verovatnoce, Rejlijeva distribucija,
slu¢ajna promenljiva, SIR.

I. UvoD

USLOVI propagacije signala kroz prostor izazivaju
varijacije signala na ulazu prijemnika, tako da u
pojedinim trenucima dolazi do delimi¢nog, pa i do
potpunog i$¢ezavanja korisnog signala. Sem varijabilnosti
anvelope od znaCaja su i promene faze signala, Sto
zajedno uti¢e na performanse telekomunikacionih sistema
[1]-[4]. Takode, prenos u bezi¢nim telekomunikacijama
karakteriSu razlicite vrste fedinga i predstavljaju jednu od
dominantnih smetnji i ogranienja. Da verovatnocéa
greSke u kanalu sa fedingom bude $to manja ili Sto bliza
nekoj zadatoj vrednosti, ne znaci da je dovoljno povecati
snagu predajnika, a u tom smislu se koriste razliita
sistemska reSenja i tehnike ( diverziti prenos, prenos sa
povratnim kanalom, adaptivni prenos, kori$¢enje zastitnih
kodova, itd. ).

Kao primer, navodimo sistem koji Koristi prosireni
spektar FH-DPSK , koji je u stanju da mobilnim radio-
mreZzama obezbedi uslove za opsluZivanje velikog broja
korisnika u urbanim sredinama. FH-DPSK signal je
sinusoidalan, konstantne anvelope i kontinualne faze
podeljene u diskretne vremenske intervale — odlomke ili
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¢ipove, Cije je vreme trajanja t;. U jednoj periodi T se
nalazi L ¢ipova, odnosno razli¢itih frekvencija koje se
koriste za opsuZivanje korisnika. Dodeljivanje frekvencija
se obavlja po formi:

f¥=1f +a-f
gde f* predstavlja frekvenciju pomerenu u odnosu na

noseéu frekvenciju f,, o/ predstavlja prirodan broj sa k-

c!

tim kodom kodnog skupa od i=1,2,...,L elemenata,
a f,osnovnu frekvenciju posle deljenja spektra. Na ovaj

nacin se dobija L razlicitih kanala odredenog frekventnog
opsega, spremnih za koriS¢enje. Zbog ne savrdenosti
primo-predajnika i ambijentalnih uslova dolazi do
smetnji, odnosno medusobnog ometanja kanala. Ako
korisni i interferirajué¢i signali imaju iste nosece
frekvencije dolazi do interkanalne interference. Ona
pogorSava performanse sistema, a moZe biti izazvana
namernim ili sluajnim ometanjem.

U sistemima mobilne telefonije visokog kapaciteta, koji
koriste ¢elijsku strukturu mreze baznih stanica, izmedu
susednih Celija Cesto dolazi do interference, dok je
verovatno¢a da se to desi izmedu ne susednih daleko
manja, zbog velikog slabljenja signala na veéim
udaljenostima. S tim u vezi, najgori sli¢aj interference se
javlja kada neka od mobilnih stanica dode u poziciju da
bude podjednako udaljena od tri bazne stanice — na mestu
tzv. ¢vora cCelijske mreze. Tada, su interferirajuci signali
jednako udaljeni od mobilne jedinice, a ja¢ina signala
uslovljena pravilima propagacije.

Ako je ukupna snaga Py i snaga i-celije Y; preneta sa
njene bazne stanice do mobilne jedinice, onda se
deljenjem ukupne snage P; zbirom doprinosa svake od N-
1 celija, koje uticu na interferenciju, dobija se odnos
signala prema interferenciji SIR ¢elije bazne stanice. Ako
svaka cCelija ima M korisnika (M>>1), to se SIR za jednu
mobilnu jedinicu na svakom prilagodenom filtru na izlazu
moze izraziti kao

P[
N-1
M2 R,

Za nas je znaCajan proseCan SIR na izlazu linearnog
kombinera na osnovu koga procenjujemo efikasnost
sistema. Na njega utice N Celija, a svaka opsluzuje
maksimalnih M korisnika. Pod pretpostavkom da ima L-1
nezavisna putanja po kojima prilikom detekcije date reci
moze doéi do greske, procenjujemo i verovatnoéu otkaza
na izlazu sistema.
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Il. MODEL SA REJLIJEVIM FEDINGOM

U okruZenju sa fedingom po vise putanja, moZemo
pretpostaviti da individualni signali slabe. Medutim, suma
svih interferiraju¢ih signala ne slabi zbog efekta
uprosecavanja. Prema tome, na izlazu i-tog prilagodenog
filtra linearnog kombinera imamo

v (1) =1, (t)- A-sin[ ot + @, (t) ]+
+1g; (t)sin(at)+1,; (t)cos(mt)
gde je r; (t) slutajna promenljiva p(rj ) =2-1, -exp(—rjz)
sa Rejlijevom distribucijom.
Kada postoji feding, slucajna promenljiva R bice zbir

kvadrata statisticki nezavisnih L sluéajnih promenljivih
Rejlijeve raspodele

R=37 (1)

a pri propagaciji bez fedinga je R=1/2.

Slu¢ajna promenljiva R ima Hi-kvadrat raspodelu tako
da je, dalje, od interesa detaljnija analiza Hi-kvadrat
raspodele ¢iji je stepen slobode 2L, odnosno L jer
posmatramo opSirniji slucaj
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L L
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Graficki prikaz Hi-kvadrat funkcije gustine raspodele,
opSte poznat u literaturi, kada je stepen slobode L
nezavisni parametar, a r promenljiva dat je na sl. 1. Za
grani¢ni slucaj, kad je L=2 dobijamo eksponencijalnu
krivu p (r|L=2)=4-exp(-4-r),A=05.
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Sl. 1. Funkcija gustine verovatno¢e Hi-kvadrat raspodele
u zavisnosti od r za vrednosti L=2 do 10 .

I1l. ANALIZA OSOBINA FUNKCIJE GUSTINE RASPODELE

U ovom radu se neéemo baviti opste poznatim
pokazateljima raspodele, pa ni analizom metodom
najmanjih kvadrata. Sistem diferencijalnih jednacina od
kojih polazi i metoda najmanjih kvadrata je

d(pe(Lr) oo d(Pe(Lr))

=0 i =0 2
dx dL @)

i dobijamo tacke maksimuma funkcije gustine
verovatnoée kada se u jednom sluéaju stepen slobode L, a
u drugom slu€aju r posmatra kao nezavisni parametar. U
prvom slu¢aju su maksimumi u tatkama r=L-2, dok je to
u drugom slu¢aju (nesto komplikovanije) u ta¢kama
L~r+1. Odnosno,

p;"ax(L|r=L—2) i pg‘“(r|Lzr+1) (3)

Maksimumi  funkcije jesu veoma deskriptivan
parametar za analizu. Ipak mi ¢emo se baviti nesto Sirim
modelom, Kkoji apsolutno obuhvata sve krive familije po
jednom od ova dva parametra. Na slikama 2. i 3. su
logaritamsko-logaritamski prikazi familija krivih; u
prvom slucaju kada je L nezavisni parametar i u drugom
sluc¢aju kada je r nezavisni parametar.
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SI. 2. Log-Log prikaz funkcija gustine verovatnote u
zavisnosti od r za vrednosti parametra L=2 do 10 .

e e

o
[&]
1
x
1
=y
[oR
o
=
o
1

«O -
N
M T S

Vrednost funkcije gustine verovatnoce
o
T

stepen slobode L
SI. 3. Log-Log prikaz funkcije gustine verovatnoce u
zavisnosti od L za vrednosti parametra r=1 do 10 .

Ocigledno je da postoji kriva, koju nazivamo
obvojnicom familije krivih, koja iskljucuje moguénost da
za neku vrednost promenljive, funkcija gustine
verovatnoée ima vecu vrednost od vrednosti funkcije
obvojnice za istu tu vrednost. Odnosno, ako su f(r) i g(L)
funkcije obvojnica ove dve familije krivih, onda je
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f(r)= pR(r|L) ig(L) pR(L|r) (4)

Tacnije, kriva funkcije obvojnice tangira svaku od

krivih iz familije po nezavisnim parametrima. To nam
prikazuju slike 4. i 5.

Funkcija obvojnice familije krivih f(r)
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Sl. 4. Log-Log prikaz funkcija obvojnice familije krivih
kada se stepen slobode L posmatra kao parametar

Funkcija obvojnica familije krivih g(L)
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SI. 5. Log-Log prikaz funkcija obvojnice familije krivih
kada se r posmatra kao parametar

Takode se vidi da tacke maksimuma iz druge familije
krivih pripadaju i funkciji obvojnice prve familije krivih,
a u obrnutom se preslikavaju u tatke pomerene za 1. To je
specifi¢nost koju koristimo da izra¢unamo izraze funkcija
obvojnica.

Odgovarajuéim zamenama iz (3) i (4) u funkciji
gustine verovatnoce (1), pa aproksimiranjem po modelu iz
dodatka (9) dobijamo
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1

g(L)zzﬂ

(6)

T

L-2
2

Zatim, numeri¢kim fitovanjem dobijamo funkcije
obvojnica
1
f(r)= (7
2,/ (r-0.13)
i
1
g(L)=—F———= (8)
2,/7(L-1.636)

IV. ZAKLIJUCAK

U slucaju da imamo komplikovana izradunavanja, u
kojima nam je potrebna Hi-kvadrat funkcija gustine
verovatno¢e, za koje ne moZemo dobiti izraze u
zatvorenoj formi, moZzemo Koristiti osobine funkcije
obvojnice. U zavisnost od toga $ta nam je parametarska
vrednost, a Sta promenljiva, dobijamo upro$éen
mehanizam za izracunavanja.

DODATAK

U proracunima koristimo aproksimaciju za funkciju
sledeceg oblika

Xox 1
e X < 1 2 )

F(X + 1) NV 4
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THE CHI SQUARE DISTRIBUTION
- THE SECONDARY LIMITATIONS
Z. J. Popovic, H. Z. Stefanovic, D. R. Blagojevic,
and D. C. Stefanovic

Abstract — Considering importance of the Chi-square
distribution at the telecommunication theory, observing and
analyzing its properties should be very useful. This work
refers to the simplified model of consideration the
probability density function as the envelope of overall curves
family. There are the curves families and theirs the
envelopes exists as particular solutions of the system of
differential equations. The existance of singular solution is
considered and the envelopes functions obtained in closed-
form. In addition the graphics representation are displayed.



